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1 Odvozeni transformacniho klice vybranych 2D transfor-
maci

Cilem této ¢ésti je podrobné popsat vsechny implementované postupy vypoctu transformaénich
koeficientu. Popsan bude jak obecny postup vyrovnani, tak konkrétni tvary matic pro jednotlivé
transformaéni metody.

1.1 Metody vyrovnani

Pro jednoznaéné urceni transformacniho klice z nadbyteéného poc¢tu identickych bodu byla
pouzita metoda nejmensich ¢tvercu. Tato metoda byla aplikovand na vzdalenost (v rovinné) mezi
cilovymi a pfetransformovanymi vychozimi body.

V nasledujicim textu budou popsany vzorce, které byly pouzité pro jednotlivd vyrovnani me-
todou zprostiedkujicich pozorovani. Dale bude také zminén slozitéjsi piipad vyrovnani metodu
zprostiedkujicich s podminkami.

Pro dalsi rovnice pouzijeme toto oznaceni:

x = (op...2)7 vektor hledanych veli¢in
Xo = (w10...2x0)7  vektor pfibliznych hodnot nezndmych
dx = (dzy...dzy)T vektor piiristki pribliznych hodnot
F;(x) funkéni vztah mezi hledanymi x
a méfenymi velicinami (v naSem pifpadé
transformaé¢ni rovnice)
l; naméfend zprostiedkujici veli¢ina
V; oprava naméiené zprostiedkujici veli¢ina
fi vyrovna hodnota zprostiedkujici veli¢iny
i index i-té zprostiedkujici rovnice

Pak plati:
Fi(X) = ﬁ
Fi(xl .. .a:k) =1; +v;

Fi(w10 +dzy ... 2po + dag) = 1 + v;

Levou stranu rozvedeme do Taylerova rozvoje '

1 dxy,
Po upravé dostavame:
a;1dx1 + a;pdxs + ... + ajpdry + Fi(Xo) —1l; = v, (1)

kde i = 1,...,n a n je pocet linearizovanych zprostiedkujicich rovnic oprav a k je pocet hle-
danych nezndmych. Vyraz F;(xo) — l; = L; je tzv. absolutni ¢len.

IPro pifpad, kdy zavedeme vhodnou substituci a napf. jako transformaéni koeficienty nevolime pfimo geometrické
parametry, neni pouziti Taylerova rozvoje nutné. V piipadé, kdy potfebujeme, ale zavést podminky piimo pro
geometrické koeficienty (napf, stoCeni rovno nule, nebo shodnd zména méfitek pro obé osy apod..) Tylerovo rozvoj
musime pouzi.



Vyraz (1) muzeme zapsat maticové takto:

Adx+L =,
kde
aii a21 e Q1 dxl
a1 a922 N 1 diEQ
A= : o : ,  dx = . ; (2)
Anpk Ap2 ... Qpk d’JJk
F1 (Xo) — 11
FQ(X()) — 12
L= . : 3)
Fn(XO) -1,

Po aplikace metody nejmensich ¢tvercu (odvozeni viz [1]) ziskdvdme pro vyrovnané nezndmé
vztah:

dx = —(ATA)"1(ATL) (4)

Tento zpusob byl implementovan pro vypocéet podobnosti, afinni a projektivni transformace,

pricemz konkrétni matice jsou uvedeny v nasledujicich kapitolach. Pro pfipad, kdy chceme zavést

podminky pro nezndm0O je vypocet nasledujici:
Podminky pro opravy neznamych definujeme pomoci obecného vyjadieni:

bllvl —+ ... +b1nvn + U1 =0 (5)

bpvi+... +bv, +U. =0
kde U; jsou hodnoty uzavéru - tzn. rozdil mezi hodnotou vypocéitanou z pfibliznych hodnot

a hodnotou pozadovanou, kterd je stanovena podminkou. Koeficienty oznacené jako b;; tvoii pak
matici B. Muzeme tedy psat:

Bv+U=0 (6)

Pro spoleéné vyrovnani zprostiedkujicich méfeni s podminkami pak dostdvdme (odvozeni viz

[1]):
ORCESNCS



1.2 Obecné vyjadreni linearnich 2D transformaci

V této ¢asti se budeme zabyvat implementovanou skupinou linedrnich 2D transformaci a predevsim
zpusobem vypoctu transformacniho klice z nadbyteéného poctu identickych bodu. Popsany budou:

e Podobnostni transformace

e Afinni transformace

Projektivni transformace
e Afinni transformace s podminkami

e Specidlni pfipad afinni transformace

Obecny vyraz pro vSechny tyto metody lze napsat pomoci obecného maticového vyjadieni x' =
Px, kde

/

qr Poo Pio P20 z
X=| ¢ |P=|p0n pu p2 |, x=1[vy |,
q po2 P12 1 1

piicemz z’,1’ jsou soufadnice v cilové soustavé, x,y ve vychozi, p,, jsou transformacni koefici-
enty a ¢ je pomocny parametr.

V nésledujicich odstavcich budou uvedeny vztahy pro vypocet transformaénich koeficientu na
zékladé zndmych identickych bodt pomoci MNC. Aékoliv je toto odvozeni pomérné jednoduché,
uviddime jej zde predevsim z duvodu dokumentace implementovanych algoritmu. Cilem je také
vytvorit jednotny soupis v8ech vztahu pro tyto metody.

Pro kone¢ny vypocet koeficientu lze pouzit algoritmus vyrovnani zprostfedkujicich meéfeni (viz
¢ast 1.1). Cilem nésledujicich sekci je tedy predevsim popsat tvar matic A, dx a L. Pro koneény
transformaé¢nich parametra pak staci pouzit vzorec (4).

1.3 Podobnostni transformace

Podobnostni transformaci lze vyjadiit pomoci vztahu:

x’ —b
!

Y =
1

x
Y
1

o ot R
— 0

a
0
Jelikoz se jedn4 o linedrni vztah, lze jako piiblizné hodnoty neznadmych zvolit xo = (0,0,0,0)7 a

tedy plati i 0+ dx; = z; — x; = dz; Neznamymi jsou transformaéni koeficienty. Necht tedy matice
dx ma4 tvar:

dx =

QL O T

Potom matice A maé tvar:

il —Y1 1 0

Tn —Yn 1 0
Y1 Z1

Yn Tp 0 1



Vzhledem k volbé nulovych pfibliznych hodnot muzeme psat F;(xg) = 0 a tedy (dle 3) matice

L métvar: !

Pouzitim vztahu (4) dostdvame tak pfimo vyrovnané nezndmé bez nutnosti dalsf iterace. Duvodem
je linearni vztah mezi neznamymi a méfenymi veli¢inami.
1.4 Afinni transformace

Afinn{ transformaci lze vyjadiit pomoci vztahu:

/

T a b ¢ x

y =1 d e f y

1 0 0 1 1

Na zdkladé obdobné volby nezndmych jako v 1.3 muzeme psat tvar matice dx:

a
b
dx = ccl
e
f

Potom matice A maé tvar:

8
3
<
3
o
o
o

(10)

o 0 0 =z, x, 1

Matice L je pak shodna jako u podobnost{ transformace viz vztah 9. Pouzitim vztahu 4 dostavame
tak pfimo vyrovnané neznamé.

Pro optimalizaci vypoctu lze matici A zjednodusit a poc¢itat nezndme a,b,c a d, e, f oddélené.
Matice A mé pak tvar:

z1 oy 1
A_ =
Tn Yn 1
pricemz diléi matice nezndamych jsou:
a d
dxy = b | ,dxo = e

f

1V implementaci tohoto zptisobu bylo znaménko matice L vytknuta a uplatnéno az ve vztahu 4.




a dale matice L lze rozdélit takto:

Li=—-1] : Ly =—| (11)

/
x’l’L yn

1.5 Afinni transformace s podminkami

Jednou z ¢asto pouzivanych forem afinni transformace je varianta, kdy parametr zkoseni je roven
nule. Tento zpusob se ¢asto vyuziva praveé pii referencovani satelitnich snimkt apod. Obecné lze tuto
tlohu fesit bud pifmym vylouenim tohoto parametru, nebo pouzitim vyrovnani zprostiedkujicich
meéfeni s podminkami. V nasledujicich odstavcich bude popséano odvozeni vyrovnani véetné podminek,
tak jak bylo implementovano. Vyhodou je obecny ptistup k feseni daného problému. Vysledek pak
umoziuje definovat jakékoliv jiné podminky bez zdsahu do kédu.

Pro urceni transformacnich koeficient je poucit obecny algoritmus vyrovnani zprostiedkujicich
méfeni s podminkami dle [1].

Jelikoz je nutné pracovat piimo s geometrickou formou transformaénich parametri je vychozi
vztah afinn{ transformace tento:

¥ = Sycosay, — Sysina, + T,

. 12
y = Sgsina, + Sycosay, + T, (12)
kde 2’,y jsou cilové souradnice, x, z jsou vychozi souradnice. Dalsi oznaceni je:
S méfitko ve sméru osy X,
Sy  meéritko ve sméru osy Y,
«; uhel rotace pro osu z,
oy, uhel rotace pro osu y,
T, posun ve sméru osy X,
T, posun ve sméru osy Y.
Parametr ¢ vyjadiujici zkoseni je potom ¢ = a; — ay
Pro dalsi postup vyrovnani byla matice dx nezndmych zvolena takto:
dS,
dsy
Qg
= 1
dx o, (13)
dry
dT,
Na zakladé této volby byla odvozena matice A. Jednotlivé derivace potom jsou (i =1,...,n je
pocet identickych bodu):
dz
ax = COSQgLx;
(%), o
(g‘) = —sinayy;
v/
(g—:) = —=Sysina,m;
e (14)
(ﬁ) = —=S5ycosayy;
K3
d
(%), =1
3
da =
(Ty >1 0



) = sinogr;

) = COSQyY;

: )1 = Spcosa,x; 1)
) = —Sysinayy;

) 0

) 1

Matice A ma tedy tvar:

(&), (), (), (&), (&), &)
@, @) @ @), .
(), (=), (&), @), @), &),
(2), (&), (#), @, @), @),
Zbyva jesté naplnit matici L. Dle vztahu (3) a (12) mtzeme psat:
fa(xo) — 23
L= | e | ()
Fu(xo) ~ ¥,

kde xg je vektor pfibliznych hodnot neznamych.

Pro zatazeni podminek do vyrovnani je jesté nutné urcit tvar matice B a U. Chceme-li napft.
definovat podminku, ze parametr zkoseni ¢ méa byt roven (tzn. musi platit o, —c,, = 0) bude rovnice
(6) mit tento tvar:

Vo + (_qO) =0
Matice B bude mit pak tvar (vzhledem ke vztahu (13)):

B = (0,0,—1,1,0,0)

Chceme-li aby parametr zkoseni ¢ mél po vyrovnani hodnotu ¢ = 0 bude matice U mit tvar:

U = (axzo — ayp) ,
kde go je pfiblizna hodnota parametru ¢. Vysledné opravy pak dostaneme pomoci vzorce (7).
Mame-li k dispozici odpovidajici ptiblizné hodnoty muZzeme opravy pocitat iterativné. Pfiblizné
hodnoty lze ziskat napf. vypoctem afinni transformace bez podminek jak je popsano v ¢ésti 1.4.



1.6 Projektivni transformace

Projektivni transformaci lze vyjadiit pomoci vztahu:

ma’' a b c T
my | =|d e f Y
m g h 1 1

Vzhledem k linearni formé vztaht muzeme opét zvolit:

dx =

ST -0 Q0 o

Potom matice A maé tvar:

/

1 yp1 1 0 0 0 —x'z —2y

0 0 0 -2z -2y
0 0 0 =z w1 1 -2’z —2y (18)

&
3
<
3

—

0 0 0 zp, yo 1 —a'z —2'y
Matice L je pak shodnd jako u podobnosti transformace viz vztah (9). Pouzitim vztahu (4)
dostavame tak opét piimo vyrovnané neznamé.

1.7 Specialni piipady afinni transformace

V této céasti bude popsano odvozeni transformace pii které dochdzi ke zméné méfitek v obou
smérech a k posunu. Na rozdil od afinni transformace tedy neni uplatnéni zkoseni a rotace.
Pouzijeme-li ve vztahu (12) nulové koeficienty pro stoceni ziskdme transformaéni rovnici ve

tvaru:
z’ x

a 0 b
y |=10 ¢ d Y
1 0 0 1 1

Necht tedy matice nezndmych dx m4 tvar:

a
dx = b
c
d
Potom matice A m4 tvar:
I 1 0 0
|z, 1 0 O
A = 0 0 gy 1 (19)
0 0 Yn 1



Vysledny postup vypocétu nezndmych je shodny s vypoctem afinni transformace. Pouzitim
vztahu (4) dostdvame opét piimo vyrovnané nezndmé. Pro optimalizaci vypoctu je mozné matici
A opét rozdélit a pocitat koeficienty oddélené. Na rozdil od afinni transformace v§ak nedostaneme
pro obé skupiny koeficientu stejnou matici A.
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